APLICATII ALE PARCURGERII GRAFURILOR ORIENTATE

Aplicatii ale parcurgerii grafurilor orientate

Victor Manz

Colegiul National de Informaticd ,,Tudor Vianu”, Bucuresti



Aplicatii ale parcurgerii grafurilor orientate

Rezumat
Acest curs isi propune sa prezinte cateva aplicatii interesante ale parcurgerii grafurilor
orientate: sortarea topologica, determinarea componentelor tare conexe (folosind algoritmul
Kosaraju — Sharir) si rezolvarea problemei 2-SAT.

Cuvinte cheie: Sortarea topologica, Componente tare conexe, 2-SAT.
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1. Recapitulare: parcurgerea grafurilor orientate
Parcurgerea grafurilor (orientate sau neorientate) se refera la vizitarea tuturor
varfurilor acestora intr-o anumita ordine, insotitd (eventual) de prelucrarea informatiilor
asociate acestora, astfel incat fiecare varf sa fie luat in considerare o singura data.
Parcurgerea in litime (Breadth First Search - BFS) viziteaza toate varfurile
accesibile din nodul initial xo in ordinea distantelor fata de xo. (prin distanta de la x la y

intelegem lungimea unui drum minim cu extremitatea initiald x si cea finala y).

BFS (G, x0)

1: pentru fiecare varf x al lui G
2: {

3: d[x] = -1

4. pred[x] = -1

5: }

6: d[x0] =0

7: pred[x0] = 0

8: ADAUGA IN COADA(Q, x0)

9: cit timp Q NU este vida

10: {

11: x = PRIMUL ELEMENT (Q)
12: ELIMINA DIN COADA (Q)

13: pentru fiecare vecin (succesor) y al lui x
14: {

15: daca d[y] == -1

16: {

17: dly] =1 + d[x]
18: predly] = x

19: ADAUGA IN COADA(Q, y)
20: }

21: }

22: }

Algoritmul BFS foloseste o coada Q in care este adaugat la inceput varful initial xo
(linia 8), iar apoi, cat timp aceasta NU e vida, este scos din Q varful accesibil x (liniile 11 si
12) si sunt addugati toti vecinii (succesorii in cazul orientat) y ai lui x, care nu au fost inca

vizitati (linia 19). Pentru fiecare varf y adaugat in Q se poate verifica relativ usor (folosind
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inductia matematicd) faptul ca distanta de la xo la y, notata d[y] este cu 1 mai mare decat d[x].
Cu alte cuvinte, varfurile sunt vizitate in ordinea distantelor lor fata de xo.

Algoritmul poate fi adaptat astfel incat, pe langa distantele de la xo, retinute in
vectorul d, sa construiascd un al doilea vector, pred (liniile 4, 7 si 18), cu semnificatia:

., pred[x]=penultimul varf al unui drum de lungime minimd de la xo la x”. Pe baza lui pred
vom putea apoi obtine un drum minim de la xo la fiecare varf accesibil din el.

Complexitatea timp a procedurii BF'S este O(m), unde prin m am notat numarul
muchiilor (arcelor) grafului G. Numarul de iteratii ale buclei pentru de la linia 13 coincide cu
gradul lui x. Prin urmare, numarul total al iteratiilor este mai mic sau egal cu suma gradelor
(externe 1n cazul orientat), adica 2m pentru cazul neorientat, respectiv m pentru cazul orientat.

Observatia 1.1 Apelarea procedurii BFS are ca efect obtinerea valorilor d[x] si
pred|x] pentru fiecare varf accesibil din xo. Varfurile x pentru care NU exista drum (lant) de
la xo la x vor putea fi de asemenea usor identificate, fiind acelea pentru care d[x] = -1 (si
pred[x] =-1).

Observatia 1.2 Procedura BF'S poate fi modificata astfel incét sd aiba ca efect
obtinerea valorilor d[x] si pred[x] pentru fiecare varf accesibil din fiecare varf xo apartindnd
unei multimi de varfuri Vo fara a creste complexitatea timp a algoritmului. Singura modificare
necesara este includerea instructiunilor de la liniile 6, 7 si 8 Intr-o bucla care sa parcurga toate
varfurile x, € V,. O astfel de modificare ar face ca d[x] sa reprezinte lungimea celui mai scurt
drum care poate lega un varf din multimea V de x; pred[x] va reprezenta predecesorul lui x
pe un astfel de drum.

Observatia 1.3 In cazul in care se doreste vizitarea tuturor varfurilor grafului (in alt
scop decat cel al determinarii unor distante) este necesard apelarea procedurii BFS pentru
fiecare varf xo care nu a fost inca prelucrat. Intr-o astfel de situatie sectiunea de initializare

(liniile 1 - 5) trebuie mutata in afara procedurii, conditia pentru apelarea BFS(G, xo) fiind ca
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d[xo] sa fi ramas la valoarea initiald, -1. Complexitatea timp a acestei versiuni a algoritmului
este O(m+n), unde am notat cu m numarul muchiilor (arcelor) grafului si cu » numarul
varfurilor acestuia.

Observatia 1.4 Fiecare apel al procedurii BFS induce un arbore cu radacina, cu
vectorul de tati pred. In cazul vizitirii tuturor varfurilor grafului, pred va descrie o padure

(reuniune de arbori cu radacind disjuncti).
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Parcurgerea in adancime (Depth First Search - DFS) viziteaza de asemenea toate
varfurile accesibile din nodul initial xo, dar intr-o ordine diferita de cea a distantelor fata de
xo. La fiecare pas, dupa vizitarea unui varf x se incearca trecerea la un vecin (succesor)
oarecare y al acestuia. In cazul gisirii unui y se continua cu acesta si se retine x ca fiind
pred[y]; in caz contrar se revine la pred[x]. Daca x este varful initial, algoritmul se incheie.

Algoritmul poate fi implementat iterativ, folosind o stiva S in care este la inceput
adaugat varful initial xo. Apoi, cit timp S nu este vida, se retine 1n x elementul din varful
stivei si se cautd un varf y accesibil direct din x care sd nu fi fost Inca vizitat (liniile 13 — 21).

In cazul in care nu este gasit un astfel de varf, x este eliminat din stivi; altfel y este adaugat.

DFS (G, x0)

1: pentru fiecare varf x al lui G

2: {

3: t i[x] = t_f[x] =0

4: predly] = -1

5: ultimul s[x] = primul succesor din lista lui x
6: }

7: timp ¢ = 0

8: pred[x0] = 0

9: ADAUGA IN STIVA(S, x0)

10: t_i[xOT = ++timp _c
11: cat timp S NU este vida

12: {

13: x = VARFUL_STIVEI (S)

14: y=20

15: pentru y c succesor al lui x incepénd cu ultimul_s[x]
{

16: daca t iy _c] ==

17: {

18: y =y_c

19: ultimul s[x] = urmdtorul succesor

al lui x dupa y ¢

20: break

21: }

22: }

23: daca y =0

24: {

25: t_f[x] = ++timp c

26: ELIMINA DIN STIVA(S)

27: }

28: altfel

29: {

30: t_i[y] = ++timp _c

31: ADAUGA IN STIVA(S, y)

32: }

33: }
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Observatia 1.5 Ca si in cazul parcurgerii in latime, procedura DFS induce un arbore
cu radicina, cu vectorul de tati pred. Daci sunt vizitate toate nodurile, se obtine o padure. in
acest caz, complexitatea timp a algoritmului este de asemenea O(m+n), fiecare varf fiind
vizitat exact o data si la fiecare prelucrare fiind parcursa lista vecinilor (succesorilor) sai.
Trebuie subliniat rolul vectorului ultimul s, cu ultimul s[x] = urmatorul succesor al lui x
(primul care nu a fost prelucrat). In lipsa acestuia parcurgerea listei de succesori ai lui x s-ar

relua de la inceput de fiecare data cand x ar ajunge 1n varful stivei S.
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Observatia 1.6 Parcurgerea in adancime NU viziteaza nodurile in ordinea distantelor

fata de varful initial. Prin urmare, nu mai are sens sd construim vectorul d. In schimb, vom
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retine pentru fiecare varf accesibil x valoarea ¢ i/x] = momentul de timp la care este adaugat
x in stiva S si ¢ _f/x] = momentul de timp la care este eliminat din stiva varful x.

Observatia 1.7 Vectorii ¢ i si¢_f(care ar retine momentele de intrare si respectiv
iesire din coada Q) ar putea fi construiti si in cazul parcurgerii in latime, inserand in
procedura BFS instructiunea t_i[x0] = ++timp c dupd linia 8, instructiunea t_£[x] =
++timp c dupad linia 12 si instructiunea t_i[y] = ++timp c dupd linia 19, dar
semnificatia lor nu ar fi la fel de importanta ca in cazul parcurgerii in adancime.

Observatia 1.8 In cazul parcurgerii in adincime, pentru oricare doua varfuri x; si x>
intervalele [¢_i[x1], ¢ flx1]] si [¢_i[x2], ¢ _f[x2]] verificd exact una dintre urmatoarele 3 conditii:

a) [t_i[x1], t_fx1]] 0 [t_i[x2], t_f[x2]] = @ ceea ce corespunde situatiei in care
niciunul dintre x; si x2 nu este stramos al celuilalt in arborele (padurea) DFS;

b) [t_i[x,], t_flx2]] € [t_i[x1], t_f[x1]], caz in care x; este stramos al lui x2 in
arborele (padurea) DFS;

c) [t_i[xi], t_f[x1]] € [t_i[x2], t_f[x2]], pentru cazul in care x; este stramos al
lui x1 in arborele (padurea) DFS.

Observatia 1.9 Aplicarea algoritmului de parcurgere in adancime imparte arcele
grafului 1n 4 categorii:

a) arce ale arborelui DFS (colorate cu negru in desenul de mai sus);

b) arce inapoi, care unesc un varf cu un stramos (ascendent) al sau in arborele
DFS (colorate cu rosu in desenul de mai sus);

C) arce inainte, care unesc un varf cu un descendent al sau in arborele DFS
(colorate cu verde in desenul de mai sus);

d) arce transversale, care unesc un varf x cu un altul y, iar x nu este nici
ascendent si nici descendent al lui y in arborele DFS (colorate cu albastru in

desenul de mai sus).
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Observatia 1.10 Desi varianta iterativd de mai sus are beneficii didactice si are
avantajul de a nu folosi neaparat zona de memorie stiva, de cele mai multe ori vom prefera
implementarea recursiva a procedurii DF'S, in care am presupus ca atat variabila timp, cat si

vectorii pred, t i sit f au fost declarati global si initializati corespunzator:

DFS (G, x)

1: t i[x] = ++timp c

2: pentru fiecare vecin (succesor) y al lui x
3: {

4: daca t_i[y] ==
5: {

6: predly] = x
7: DFS (G, y)
8: }

9: }

10: t f[x] = ++timp_c
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2. Sortarea topologica
Fie G = (V, E) un graf orientat. Numim sortare topologica a lui G un sir
sort_top=(Xg,X2, ..., Xn) cu proprietatile:
a) x; #x;Vi,j,1 <i<j <n (elementele sirului sunt distincte);
b) {xy,x3,...,x,} =V (toate varfurile apartin sirului, si acesta nu contine decat
varfuri ale grafului);
c) Daca (xl-,xj) € E, atunci i < j (pentru orice arc al grafului G extremitatea
initiala a sa se afla inaintea celei finale in sirul sort_top).

Observatia 2.1 Pentru un graf orientat G = (V, E) o sortare topologica exista daca si
numai daca acesta este aciclic (nu are circuite). Un astfel de graf poarta in limba engleza
numele ,,Directed Acyclic Graph” (prescurtat DAG).

Observatia 2.2 In cazul in care existd, sortarea topologicd Nu este unica.

O sortare topologica poate fi obtinuta atat prin adaptarea algoritmului de parcurgere in
latime, cat si a celui de parcurgere in adancime.

In cazul BFS, vom folosi un vector nrp, cu nrp[i] = numarul de predecesori ai celui
de-al i-lea varf al grafului care nu au fost inca prelucrati. Initial, pentru fiecare arc (X, Xj) vom
incrementa nrp[j]. Vom adaduga apoi in coada Q toate varfurile X; cu proprietatea ca nrp[i]=0.

Pentru fiecare varf x scos din coada Q vom parcurge succesorii y ai sai si vom
decrementa nrp[y]; vom adauga y in Q doar atunci cand nrp[y] devine 0. Ordinea in care
varfurile sunt adaugate sau eliminate din Q (ordinea in care sunt adaugate varfurile coincide
cu cea in care sunt eliminate fiind vorba despre o coadd) corespunde unei sortari topologice a
grafului intrucat fiecare varf este prelucrat (adaugat in vectorul sort_top) doar in momentul in

care nu mai exista predecesori ai sai neprelucrati.
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BFS_SORT_TOP (G)

1: pentru fiecare varf x al 1lui G

2: {

3: nrp[x] = 0

4: }

5: pentru fiecare arc (x,y) al lui G
6: {

7: nrpl[y]++

8: }

9: pentru fiecare varf x al lui G
10: {

11: daca nrp[x] ==

12: {

13: ADAUGA IN COADA(Q, x0)
14: }

15: }

16: nr st =0

17: cat timp Q NU este vida

18: {

19: x = PRIMUL ELEMENT (Q)

20: ELIMINA DIN COADA (Q)

21: sort_top[++nr s t] = x

22: pentru fiecare y succesor al lui x
23: {

24: nrpl[y]--

25: daca nrply] ==

26: {

27: ADAUGA IN COADA(Q, y)
28: }

29: }

30: }

Complexitatea timp a algoritmului este aceeasi cu cea a BFS, adica O(m+n). Fiecare
varf intra si iese din coada o data (liniile 13, 27 si respectiv 20), iar fiecare lista de succesori a
fiecarui varf X este parcursa de asemenea o singura data (liniile 22 — 29), dupa eliminarea lui
x din coada Q.

Observatia 2.3 In cazul in care se incearca apelarea procedurii BFS_ SORT_TOP
pentru un graf orientat G care NU este DAG, nu toate varfurile vor fi adaugate in vectorul

sort_top (acele varfuri care apartin unui circuit nu vor fi adaugate in coada).
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Daca in cazul algoritmului BFS_ SORT_TOP sortarea topologica corespunde chiar
ordinii in care varfurile sunt prelucrate (adaugate/eliminate in/din coadd), in varianta derivata
din parcurgerea in adancime, vectorului obtinut va trebui sa i se inverseze ordinea
elementelor (primul va trebui interschimbat cu ultimul, al doilea cu penultimul etc.).

Mai exact, un varf X va fi adaugat in vectorul sort_top la momentul t_f[x], adica doar
atunci cand nu mai exista varfuri accesibile din el neprelucrate. In acest fel avem certitudinea
ca toate varfurile y accesibile din x au fost deja adaugate in vector (conform observatiei 1.8
t_fly] <t_f[x]), aflandu-se initial inaintea lui X in vectorul sort_top si dupa x in urma
inversarii ordinii acestuia.

DFS_SORT TOP (G, x)

t f[x] = ++timp _c
0: sort _top[++nr_ s t] = x

1: t i[x] = ++timp c

2: pentru fiecare succesor y al lui x
3: {

4: daca t_i[y] == 0

5: {

6: DFS_SORT_TOP (G, y)

7: }

8: }

9:

1
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SORTAREA TOPOLOGICA (G)

1: pentru fiecare varf x al 1lui G
2: {

3: t i[x] = t_f[x] =0

4: }

5: nr s t =0

6: timp = 0

7: pentru fiecare varf x al 1lui G
8: {

9: daca t_i[x] ==

10: {

11: DFS_SORT_TOP (G, x)
12: }

13: }

14: INVERSARE ORDINE (sort_top, nr_s_t)

Observatia 2.4 Am presupus ca vectorii t_i, t_f, sort_top si variabila nr_s_t (care
retine numarul de varfuri ce au fost adaugate in vectorul sort_top) au fost declarate global.

Observatia 2.5 Complexitatea timp a algoritmului de mai sus este aceeasi cu cea a
parcurgerii in adancime, adica O(m+n), intrucat procedura INVERSARE_ORDINE, apelata la
linia 14 are complexitate liniara in n.

Observatia 2.6 Spre deosebire de versiunea derivatd din parcurgerea in latime, in
cazul sortdrii topologice bazate pe algoritmul DFS, vectorul sort_top poate fi obtinut chiar
daci graful G nu este DAG. Intr-o astfel de situatie insa, vectorul nu va corespunde unei

sortari topologice a varfurilor.

SORT TOP DFS(G,1) SORT TOP DFS (G,4)
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3. Determinarea componentelor tare conexe
Definitia 3.1 Un graf orientat G = (¥, E) se numeste tare conex dacd intre oricare
douad varfuri ale sale exista (cel putin) un drum.
Definitia 3.2 Fie un graf orientat G = (V, E). Un subgraf al sdu este un graf orientat
G’= (V’, E’) cu proprietatile:
e V' CV
o E'={(,y)|xeV,yeV', (xy) €E}
Definitia 3.3 Fie 4 si B doud multimi, A € B. Spunem cd A este o submultime
maximala cu proprietatea P daca:
e A are proprictatea P;
e A’ nu are proprietatea P VA',A € A’ € B.
Cu alte cuvinte, 4 are proprietatea si nu poate fi extinsa astfel incat sa 1si pastreze
proprietatea P.
Definitia 3.4 O componenta tare conexa a unui graf orientat G = (V] E) este un
subgraf G’ = (V", E’) tare conex maximal al lui G. (Cu alte cuvinte, G’ este tare conex si
oricare ar fi G” = (V”, E”) un alt subgraf al lui G cu proprietatea ca V' € V”, G” nu este tare

conex.)

G'=(V',E')euV'={1,2,3}si
E'={(1,2),(2,1),(2,3),(3,1)} esteo

componenta tare conexa

G"=(V",E")euV"={1,2} iE"={(1,2), (2,1) } este
subgraf tare conex. dar nu este 0 componenta tare conexa pentru ca
la V" poate fi adaugat varful 3 si subgraful obtinut este de asemenea
tare conex.

Observatia 3.5 Componentele tare conexe sunt unic determinate.
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Observatia 3.6 Componentele tare conexe determina o partitie a varfurilor grafului,
dar nu si o partitie a arcelor, intrucat pot exista arce care nu apartin niciunei componente
(arcul (1,4) in exemplul de mai sus).

Definitia 3.7 Daca G = (V, E) este un graf orientat, atunci graful transpus asociat lui
G, notat G' se obtine prin inversarea sensului de parcurgere al tuturor arcelor lui G. Cu alte
cuvinte G” are aceeasi multime a varfurilor ca si G, iar multimea arcelor sale este definiti de
relatia: ET = {(x, y)|(v,x) € E}.

Observatia 3.8 Componentele tare conexe ale grafului transpus determind aceeasi
partitie a multimii varfurilor grafului ca si componentele tare conexe ale graful initial.

Definitia 3.9 Pornind de la un graf orientat G = (¥, E) putem construi un metagraf
orientat numit graful de condensare al componentelor tare conexe (CTC), definit ca
GETC = (YCTC, ECTC) oy

e VTC=multimea componentelor tare conexe ale lui G

e (C,C,) €ETC <=> (3x, € V(C,),3x, € V(C,) cu proprietatea (xq,x,) € E)

Graful corientat initial Metagraful CTC-urilor

o ¥ M 9) .'Cl .—y c, :]

b

")
4
”)
-

3 «— 7 Cp — » Cy
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Observatia 3.10 Graful de condensare G7¢ = (V¢7€, E€TC) asociat unui graf orientat
G = (V, E) este DAG. Intr-adevar existenta unui circuit in G’ ar contrazice modul de
construire a componentelor conexe (Daci C; si C; ar apartine unui circuit din G'C, ar rezulta
ca de fapt C; si C; formeaza o singura componentd). Rezulta imediat putem construi o sortare
topologicid pentru G<7€.

Algoritmul Kosaraju — Sharir foloseste intr-un mod ingenios observatiile 2.6, 3.8 si
3.10 pentru a determina componentele tare conexe. Mai exact, intr-o prima faza este aplicat
pur si simplu algoritmul de sortare topologica derivat din DFS pentru graful initial. Vectorul

sort_top rezultat nu este o sortare topologica a varfurilor, dar are o proprietate interesanta.

DFS_SORT TOP (G, x)

1: t i[x] = ++timp _c

2: pentru fiecare succesor y al lui x
3: {

4: daca t_i[y] ==

5: {

6: DFS SORT TOP(G, y)

7: }

8: }

9: t f[x] = ++timp _c

10: sort_top[++nr_ s t] = x

Observatia 3.11 Initializand elementele vectorilor ¢ i si ¢ fcu valoarea 0 si apeland
apoi procedura DF'S SORT TOP(G, x) pentru fiecare x cu ¢ _i[x] = 0, obtinem vectorul
sort_top care are proprietatea cd subsirul format din acei reprezentanti x ai fiecarei
componente tare conexe cu ¢_f[x] maxim constituie (dupa inversarea ordinii) o sortare
topologica a grafului de condensare. Cu alte cuvinte, daca x; este reprezentantul componentei
tare conexe C1 (Vx1,x1 € V(C;) avem:t_f[x1] <t _f[x1]) si x2 este reprezentantul
componentei Cz s1¢_f[x1]<t_f[xz], atunci nu exista drum de la x; la x>.

Observatia 3.12 Rezultd imediat faptul ca nu existd drum de la niciun varf
apartinand Ci la niciun varf al lui C». In fine, aceasti ultima afirmatie este echivalenti cu

inexistenta drumurilor de la varfurile lui C; la cele ale lui C; in graful transpus G.
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Graful orientat initial Arborele DFS

-.C4. .Cz.- (o)

sort top = (7,6,2,3,11,10,5,9,8,4,1) (6 )

sort top CTC = (C4,C3,C4,Cs)

Pornind de la observatiile 3.8, 3.11 s1 3.12 deducem ca, parcurgand graful transpus
(procedura DFS_CTC de mai jos) in ordinea data de sortarea topologica a grafului de
condensare, vom obtine componentele tare conexe ale grafului initial. Intr-adevar, in
exemplul de mai sus, parcurgand arcele lui G’ si pornind dintr-un varf al lui C; vom vizita

doar varfuri din C, apoi pornind dintr-un varf al lui C3 vom putea vizita varfurile lui Cs si pe
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cele din C;, dar cum acestea din urma au fost deja vizitate, le vom descoperi doar pe cele din
Cs ete.

DFS CTC(G, x, nr_ ctcr)

1: ctc[x] = nr_ctc

2: pentru fiecare predecesor y al lui x
3: {

4: daca ctcly] ==

5: {

6: DFS_CTC(G, y, nr_ctc)

7: }

8:

Pentru a construi vectorul ctc, care in final va avea semnificatia: ctc[x] = numarul de
ordine al componentei tare conexe din care face parte x, vor fi necesare initializari pentru
vectorii utilizati si apelarea celor doud proceduri: DFS SORT TOP pentru fiecare varf cu
valoarea din #_i nemodificata si apoi DF'S_CTC pentru fiecare varf cu valoarea din ctc
nemodificatd, in ordinea sortarii topologice a grafului de condensare (ordinea datd de vectorul
sort_top dupa apelurile DF'S_ SORT TOP si inversarea ordinii). Variabila nr_ctc reprezintd
numarul de componente tare conexe gasite pana la momentul curent.

Complexitatea algoritmului Kosaraju — Sharir, prezentat mai jos este O(m+n) ca si
in cazul sortirii topologice), deoarece parcurgerea in adancime a grafului transpus G are

evident aceeasi complexitate.
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KOSARAJU_ SHARIR (G)

WCoOoJoULbd WNPR

pentru fiecare varf x al 1lui G
{

t i[x] = t_f[x] = ctc[x] =0
}
nr s t =0
timp = 0
pentru fiecare varf x al 1lui G
{

daca t_i[x] ==

{

DFS_SORT_TOP (G, x)

}
}
INVERSARE ORDINE (sort_top, nr_s_t)
nr ctc = 0
pentru i =

{

l, nr s t

daca ctc[sort_top[i]] ==

{

nr ctc++

DFE;CTC(G, sort_top[i], nr_ctc)

19
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4. Rezolvarea problemei 2-SAT.

Problema satisfacerii (,,Boolean Satisfiability Problem™) prescurtat: SAT consta in
gasirea unui sir de valori logice (adevarat / fals) care pot fi atribuite variabilelor dintr-o
expresie booleana astfel incat aceasta sa aiba valoarea adevarat.

Folosind diverse formule, orice astfel de expresie poate fi redusa la forma normal
conjunctiva, care consta dintr-o conjunctie de expresii (clauze) E; A E; A ..., cu fiecare E; de
forma x;; V x4 V ..., xi1, X2, ... fiind literali, adica variabile sau negatii ale unor variabile.

Pentru problema generald nu se cunosc algoritmi polinomiali de rezolvare, in schimb
cazul particular in care fiecare E; are exact 2 literali, numit 2-SAT, admite o solutie de
complexitate O(m+n), unde m reprezintd numarul clauzelor, iar » numarul variabilelor.

Observatia 4.1 Daca definim operatia logica de implicatie ,,=” conform tabelei de

mai jos
X y xX=Yy
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1
observimcaxVy = (mx = y) A (1y = x)
X y X =y Yy =X (x=y)A(y=x)
0 0 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 1 1 1

Astfel, vom putea rescrie o expresie logicd datd in forma normal conjunctiva sub
forma unei conjunctii de implicatii.
De exemplu:
(1 Vaxy) A(mxy V) A(Axy Vaxy) A(xg Vaxg) =
(mx1 = 2x) A (X = x9) A (X1 = x3) A (xy = =) A (X = x) A (xp = —xy)

A(—x; = x3) A (X3 = xq)
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In general o expresie logica datd sub forma normal conjunctiva corespunzitoare 2-
SAT (conjunctie de disjunctii de cate 2 variabile) se va transforma astfel Intr-o conjunctie de
implicatii. Daca expresia initiald este conjunctia a m clauze, atunci cea rezultatd va fi
conjunctia a 2m clauze.

Observatia 4.2 Unei conjunctii de implicatii cu n variabile: x4, x5, ... X, s1m
implicatii a cate doua variabile sau negatii ale acestora ii putem asocia un graf orientat G =
(¥, E) in felul urmator:

e fiecdrei variabile x;, 1 < i < n i vom asocia 2 varfuri, etichetate cu 2i si
respectiv 2i-1;

e fiecdrei implicatii de forma x; = x; 1i vom asocia arcul (2i, 2j), fiecarei
implicatii de forma x; = —x; 1i vom asocia arcul (27, 2j-1), fiecarei implicatii
de forma —x; = x; 1i vom asocia arcul (2i-1, 2j), fiecarei implicatii de forma
—x; = —x; 1i vom asocia arcul (2i-1, 2j-1).

Graful G = (V] E) astfel definit va avea 2n varfuri si m arce.

Observatia 4.3 Tinand cont de observatiile anterioare deducem ca oricarei expresii
logice aflate in forma normal conjunctiva corespunzatoare 2-SAT ii putem asocia un graf
orientat parcurgand cei doi pasi descrisi mai sus (transformarea fiecdrei disjunctii in cite doua
implicatii si construirea grafului). Daca expresia initiald are » variabile si este conjunctia a m
clauze, atunci graful obtinut va avea 2n varfuri si 2m arce.

Exemplul 4.4 Pornind de la expresia (x; V =x3) A (=X V x3) A (=x1 V 2x3) A
(x1 V =1x3), aflata in forma normal conjunctiva corespunzatoare 2-SAT, obtinem intr-o prima
etapa expresia logica echivalenta:

(mx1 = ) A (X = x1) A (X = x2) A (A = —x) A (g = =) A (X, = —xq)
A(mxy = x3) A (X3 = x7)

si 1n final graful orientat corespunzator:
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A

4

Lema 4.5 Daca o expresie in forma normal conjunctiva corespunzatoare 2-SAT are
solutie, atunci in graful orientat asociat nu exista drumuri cu extremitatea initiald avand
asociata valoarea 1 (conform solutiei problemei) si extremitatea finala avand valoarea 0.

Demonstratie Putem folosi inductia matematica. Pentru drumurile de lungime 1,
afirmatia este evidenta: prezenta unui arc de forma 1 = 0 ar insemna ca valoarea uneia
dintre clauzele din expresia obtinuta prin trecerea la implicatii este 0 si deci valoarea intregii
expresii este 0.

Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru orice drum de lungime strict mai mica
decat k si demonstram rezultatul pentru drumurile de lungime &. Presupunem prin absurd ca
ar exista un drum de lungime k cu valoarea asociata primului varf 1 si cea asociata ultimului
varf 0. Conform ipotezei de inductie valoarea asociata penultimului varf este 1 (drumul pana
la penultimul varf are lungimea k£ - 1), deci ultimul arc ar trebui sa fie de forma 1 = 0, ceea
ce ar face ca valoarea expresiei sa fie 0.

Teorema 4.6 O expresie in forma normal conjunctiva corespunzétoare 2-SAT cu
variabilele x4, x,, ... x,, are solutie daca si numai dacd in graful orientat asociat varfurile 2i si
2i-1 apartin unor componente tare conexe diferite pentru Vi, 1 < i < n.

Demonstratie ,,—” Presupunem prin absurd ca doua varfuri 2i si 2i-1 apartin
aceleiasi componente tare conexe si ca expresia are solutie. Cum 27 si 2i-1 apartin aceleiasi

componente tare conexe, rezulta cd avem atat drum de la 2i la 2i-1, cat si drum de la 2i-1 la
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2i. Dar cele douad varfuri au asociate valori diferite, prin urmare unul dintre drumuri
contrazice lema 4.5.

,»<" Pentru a demonstra implicatia inversd vom descrie algoritmul prin care asociem
valori pentru variabilele date. Vom determina componentele tare conexe ale grafului asociat
expresiei aplicand algoritmul Kosaraju — Sharir si vom obtine ctc[i] = numarul de ordine al
componentei tare conexe careia ii apartine i pentru Vi, 1 < i < n . Cum componentele sunt
gasite conform algoritmului In ordinea data de sortarea topologica a CTC, rezulta ca daca
cteli]<ctc[j], atunci in graf nu existd un drum de laj la i.

Pentru Vi, 1 < i < n, daca ctc[2i]<ctc[2i-1] (ceea ce Inseamna cad putem avea sau nu
drum de la 2i la 2i-1, dar cu sigurantd nu avem drum de la 2i-1 la 2{), vom asocia lui x;
valoarea 0. In caz contrar (daca ctc[2i]>ctc[2i-1]), lui x; ii vom asocia valoarea 1. O astfel de
alegere ne garanteaza faptul ca nu vom avea drumuri de forma ,,1 = 0 cu extremitatile In
varfuri asociate aceleiasi variabile. Pentru a demonstra ca alegerea conform criteriului de mai
sus ne garanteaza ca solutia astfel construita satisface expresia data, vom arata ca toate
implicatiile sunt adevarate.

Presupunem prin absurd ca existd o implicatie x = y cu valoarea 1 asociata lui x si
valoarea 0 asociata lui y. Modul de trecere de la disjunctii la implicatii ne garanteaza ca in
graf vom avea atat arcul (x, y), cat si arcul (=y, =x), de unde rezulta ca ctc[x] < ctc[y] si
ctc[—y] < ctc[—x]. Pe de alta parte, conform strategiei noastre de atribuire a valorilor, cum
valoarea asociata lui y este 0, rezultd ca ctc[y] < ctc[—y]. Punand cap la cap aceste trei
inegalitati obtinem ctc[x] < ctcly] < ctc[—y] < ctc[—x], deci ctc[x] < ctc[—x], ceea ce
nu corespunde strategiei noastre de atribuire a valorilor (pornind de la aceasta inegalitate,
valoarea asociatd lui x ar fi trebuit sd fie 0). Am obtinut o contradictie, de unde rezultd ca
toate implicatiile sunt adevarate, deci solutia construitd conform strategiei de mai sus

satisface expresia logica data.
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Pornind de la demonstratia de mai sus putem prezenta algoritmul de rezolvare a
problemei 2-SAT. Plecand de la expresia data, cu » variabile si m disjunctii, algoritmul
construieste graful asociat G si, pe baza acestuia, gaseste o solutie n cazul in care expresia

are solutii, sau afiseaza un mesaj corespunzator in caz contrar:

REZOLVARE 2-SAT (G)

1: V(G = {1,2,...,2n}

2: pentru fiecare disjunctie data
3: {

4: adauga arcele corespunzatoare
5: }

6: KOSARAJU_SHARIR (G)

7: exista sol =1

8: pentru i =1, n

9: {

10: daca ctc[2i] == ctc[2i-1]
11: {

12: existd sol = 0

13: }

14: }

15: daca exista sol

16: {

17: pentru i =1, n

18: {

19: daca ctc[2i] < ctc[2i-1]
20: {

21: sol[i] = O
22: }

23: altfel

24: {

25: sol[i] =1
26: }

27: }

28: }

29: altfel

30: {

31: scrie ,nu exista solutii”
32: }

Algoritmul are complexitatea timp O(m+n), reducandu-se la aplicarea algoritmului

Kosaraju — Sharir pentru un graf orientat cu 2n varfuri si 2m arce.
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Exemplul 4.7 Prezentdm mai jos un exemplu de aplicare a algoritmului pentru
expresia (x; V =x3) A (=xq V x3) A (=x1 V =x,) A (x4 V x3) care admite solutia

(xl = O,XZ = 0,x3 = 0)

1
3
10
(6 2] 1 (s
0 E;Q /‘i .
4
0

Componentele tare conexe ale grafului sunt Ci, cu V(C;) = {1,3}, C2, cuV(C,) =
{2,4}, C3, cuV(C3) = {5} si Cs, cu V(C,) = {6}. Sortarea topologica a grafului de

condensare este (Cy4, C,, Cq, C3).
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5. Probleme propuse:

5.1. Parcurgerea grafurilor orientate

e Petrica
e Multiplu

5.2. Sortarea topologica

e Sortare topologica (Arhiva educationald Infoarena)

e Project management

5.3. Determinarea componentelor tare conexe

e Componente tare conexe (Arhiva educationala Infoarena)

e Matroid
e Plan
5.4. Rezolvarea problemei 2-SAT

e 2-SAT (Arhiva educationala Infoarena)

e Party

e The Door Problem

26
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https://www.infoarena.ro/problema/2sat
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https://codeforces.com/contest/776/problem/D
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